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Esercizio Studiare al variare dei parametri p > 0, q ∈ R il numero delle radici
reali dell’equazione:
x3 − 3p2x+ 2q3 = 0.
Poniamo f(x) = x3 − 3p2x+ 2q3. Si ha lim
x→±∞
f(x) = ±∞. Poi:
f ′(x) = 3
(
x2 − p2) ≥ 0 se e solo se x ≤ −p ∨ x ≥ p.
xM = −p massimo relativo di ordinata yM = 2p3 + 2q3,
xm = p minimo relativo di ordinata ym = −2p3 + 2q3.
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Esercizio Studiare al variare dei parametri p > 0, q ∈ R il numero delle radici
reali dell’equazione:
x3 − 3p2x+ 2q3 = 0.
Poniamo f(x) = x3 − 3p2x+ 2q3. Si ha lim
x→±∞
f(x) = ±∞. Poi:
f ′(x) = 3
(
x2 − p2) ≥ 0 se e solo se x ≤ −p ∨ x ≥ p.
xM = −p massimo relativo di ordinata yM = 2p3 + 2q3,
xm = p minimo relativo di ordinata ym = −2p3 + 2q3.
Se l’ordinata del massimo e` negativa e dunque se q < −p abbiamo una sola
soluzione reale
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Figure 1: q < −p
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Se l’ordinata del minimo e` positiva q > p abbiamo una sola soluzione reale
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Se l’ordinata del minimo e` positiva q > p abbiamo una sola soluzione reale
Figure 2: q > p
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Se l’ordinata del massimo e` positiva e quella del minimo negativa −p < q < p
abbiamo tre soluzioni reali
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Se l’ordinata del massimo e` positiva e quella del minimo negativa −p < q < p
abbiamo tre soluzioni reali
Figure 3: −p < q < p
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Se q = ±p abbiamo una radice doppia
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Se q = ±p abbiamo una radice doppia
Figure 4: q = ±p
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Forme indeterminate. Teoremi di de l’Hoˆpital
Teorema (Johannes Bernoulli 1691-1692, de l’Hoˆpital 1696)
Siano f, g : N → R continue e derivabili in
N =]a− r, a[∪]a, a+ r[
e tali che f(a) = g(a) = 0.
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Teorema (Johannes Bernoulli 1691-1692, de l’Hoˆpital 1696)
Siano f, g : N → R continue e derivabili in
N =]a− r, a[∪]a, a+ r[
e tali che f(a) = g(a) = 0. Supponiamo che esista il limite
lim
x→a
f ′(x)
g′(x)
= `
7/33 Pi?
22333ML232
Forme indeterminate. Teoremi di de l’Hoˆpital
Teorema (Johannes Bernoulli 1691-1692, de l’Hoˆpital 1696)
Siano f, g : N → R continue e derivabili in
N =]a− r, a[∪]a, a+ r[
e tali che f(a) = g(a) = 0. Supponiamo che esista il limite
lim
x→a
f ′(x)
g′(x)
= `
allora
lim
x→a
f(x)
g(x)
= `
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Dimostrazione
Prendiamo un punto b ∈ N tale che b > a. Per il teorema di
Cauchy-Darboux esiste un elemento x¯ ∈]a, b[ tale che:
f ′(x¯)
g′(x¯)
=
f(b)− f(a)
g(b)− g(a) =
f(b)
g(b)
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Dimostrazione
Prendiamo un punto b ∈ N tale che b > a. Per il teorema di
Cauchy-Darboux esiste un elemento x¯ ∈]a, b[ tale che:
f ′(x¯)
g′(x¯)
=
f(b)− f(a)
g(b)− g(a) =
f(b)
g(b)
Quando passiamo al limite per b→ a+ essendo a < x¯ < b si
ha che e` anche x¯→ a+. D’altra parte per ipotesi abbiamo
che il limite lim
x¯→a+
f ′(x)
g′(x)
esiste e vale `. Ne segue che esiste
anche il limite lim
b→a+
f(b)
g(b)
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Dimostrazione
Prendiamo un punto b ∈ N tale che b > a. Per il teorema di
Cauchy-Darboux esiste un elemento x¯ ∈]a, b[ tale che:
f ′(x¯)
g′(x¯)
=
f(b)− f(a)
g(b)− g(a) =
f(b)
g(b)
Quando passiamo al limite per b→ a+ essendo a < x¯ < b si
ha che e` anche x¯→ a+. D’altra parte per ipotesi abbiamo che
il limite lim
x¯→a+
f ′(x)
g′(x)
esiste e vale `. Ne segue che esiste anche il
limite lim
b→a+
f(b)
g(b)
Analogamente si dimostra che anche il limite
sinistro lim
x→a−
f(b)
g(b)
esiste e vale ` provando il teorema.
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Esempio
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
=
1
3
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Esempio
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
=
1
3
Esempio
lim
x→4
3
√
4 + x− 2
x− 4 =
1
12
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Esempio
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
=
1
3
Esempio
lim
x→4
3
√
4 + x− 2
x− 4 =
1
12
Esempio
lim
x→0
3
√
1 + x− 1
4
√
1 + x− 1 =
4
3
Esempio
lim
x→0
x2
1− cos4 x =
1
2
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Osservazione
Il teorema di de l’Hospital da` soltanto delle condizioni sufficienti per l’esistenza
del limite del quoziente f/g. Puo` accadere che le ipotesi del teorema di de
l’Hopital non siano verificate esistendo ugualmente lim
x→x0
f(x)
g(x)
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Osservazione
Il teorema di de l’Hospital da` soltanto delle condizioni sufficienti per l’esistenza
del limite del quoziente f/g. Puo` accadere che le ipotesi del teorema di de
l’Hopital non siano verificate esistendo ugualmente lim
x→x0
f(x)
g(x)
lim
x→0
x2 sin
1
x
sinx
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In modo analogo si dimostrano versioni del teorema di de l’Hoˆpital nelle
seguenti situazioni:
• per lim
x→a f(x) = limx→a g(x) = ±∞ oppure limx→a g(x) = ±∞
• per f, g definite su intervalli illimitati si possono considerare i limiti per
x→ −∞ e per x→ +∞
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Convessita`
Sia I un intervallo di R. Una funzione f : I → R si dice:
• convessa se per ogni x1, x2 ∈ I ed ogni α ∈]0, 1[ si ha:
f ((1− α)x1 + αx2) ≤ (1− α)f(x1) + αf(x2),
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Convessita`
Sia I un intervallo di R. Una funzione f : I → R si dice:
• convessa se per ogni x1, x2 ∈ I ed ogni α ∈]0, 1[ si ha:
f ((1− α)x1 + αx2) ≤ (1− α)f(x1) + αf(x2),
• strettamente convessa se per ogni x1, x2 ∈ I x1 6= x2 ed
ogni α ∈]0, 1[ si ha:
f ((1− α)x1 + αx2) < (1− α)f(x1) + αf(x2).
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Figure 5: convessita`
